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Zadanie 1
Udowodnij,że twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej zachodzi również
dla zbieżności wedÃlug miary:
Jeśli fn

µ→ f i istnieje funkcja mierzalna g taka, że ∀n |fn| ≤ g oraz
∫

g dµ < ∞, to∫
fn dµ → ∫

f dµ.
(WSK. Skorzystać z istnienia odpowiednich podcia̧gów).

Zadanie 2
Podaj przykÃlad cia̧gu funkcji mierzalnych fn wspólnie ograniczonych (przez jaka̧ś
staÃla̧ M), zbieżnych prawie wszȩdzie do funkcji f , a mimo to takich, że

∫
fn dµ 6→∫

f dµ.

Zadanie 3
Dla cia̧gu funkcji nieujemnych fn, czy jakaś nierówność zachodzi w peÃlnej ogólności
miȩdzy lim

∫
fn dµ a

∫
limfn dµ?

Zadanie 4*
Stosuja̧c twierdzenie Fubiniego wykaż, że

lim
t→∞

∫ t

0

sin x

x
dx =

π

2

WSK. Rozważ funkcjȩ f(u, x) = e−ux sin x na (0, t)× (0,∞).

Zadanie 5
Niech (X, Σ, µ) oznacza zbiór liczb naturalnych z miara̧ licza̧ca̧. Na X×X zadajemy
funkcjȩ:

f(n,m) =





2− 2−m : n = m

−2 + 2−m : n = m + 1
0 : w pozostalych przypadkach.

Oblicz obie caÃlki iterowane. Dlaczego brak równości miȩdzy nimi nie jest w sprzeczności
w twierdzeniem Fubiniego?

Zadanie 6
Wykaż, że funkcja

f(x, y) =
xy

(x2 + y2)2

nie jest caÃlkowalna w kwadracie [−1, 1]2 pomimo, że caÃlki iterowane istnieja̧ i sa̧
sobie równe.


